MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

Concursul Doljean de Matematica
09.03.2013

Clasa a IX-a

1/4;;15 € N} si B={x € N||x — 2| < 3}, determinati

numarul elementelor multimii A U B.

1.DacéA:{xEZ

R.M.C. Nr. 1/2012-2013

2. Sa se determine suma numerelor naturale impare cuprinse intre
n?—3n+2sin?+5n+6,unde n € N, n > 3.

Cristian Moanta, Craiova

3. Fie f: N — N o functie cu proprietatea:
f(l + f(n)) =n+1,(VM)neN,(x).
a) Aratatica: f(n+2)=f(n)+2,(V)neN;
b) Stiind ca f ( f (1)) = 1, determinati functiile f cu proprietatea (*).
Dan Secleman, Craiova

4. Fie ABCDE un pentagon inscris intr-un cerc. Notam cu Hy, H,, H;, H,
ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD, CDE, respectiv ACE. Sa se demonstreze
ca patrulaterul H; H,H;H, este paralelogram.

C.d.p.

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii:
. 4x-5 4x-5
l.xeEA=SxETZ si Z2eN @x—patratperfect.
x+1 x+1

Avem:

M4 2 e N x+1 €{-9,-3,-1,1,3,9} &
x+1 x+1

x € {—10,—4,-2,0,2,8}.

Din conditia tx—J:’ patrat perfect, se obtine x = 2. Deci A = {2}.
Avem:x EB&e& -3<x—-2<3, xeENsS-1<x<5 xeENe
x €{0,1,2,3,4,5}. Deci card(A U B) =6.
2. Cum produsul a doua numere naturale consecutive este par, rezultd ca:

n?—-3n+2=(mn-1)(n—-2)sin®*+5n+ 6 = (n+ 2)(n+ 3), sunt numere
naturale pare pentru n = 3.

Notam cu S suma celor (4n + 2) termeni impari ai unei progresi aritmetice cu
ratia 2, in care primul termen este (n — 1)(n — 2) + 1, iar ultimul termen este

n+2)(n+3)-1.

(4n+2)(2n?%+2n+8)

. sau S=4n3 + 6n? + 18n + 8.

In concluzie S =

3. a) Cu substitutian — 1 + f(n) se obtine

FA+F(+fm)) = fM) +2,(MnEN,
Tinand cont de ipoteza rezulta: f(n + 2) = f(n) + 2, (V)n € N.

b) Cu substitutia n — f(n) in relatia din enunt avem:

f (1 + f(f(n))) = f(n) +1,(¥)n € N, care pentru n = 1 devine:

F(L+FFW)) = FQ) + Loadica £(2) = F(D) +1 (+).

Pentru n = 0 relatia de la punctul a) devine f(2) = f(0) 4+ 2 si atunci din
(%), avem f(1) = £(0) + 1.

Pentru n = 1 relatia de la punctul a) devine f(3) = f(1)+2 = f(0) + 3.



Asadar f(1) =a+1,f(2)=a+2,f(3) =a+ 3,unde f(0) =a.

Prin inductie matematici se obtine f(n) = n + a, (¥)n € N. Inlocuind
f(n) = n + ain relatia din enuntul problemei se obtine a = 0 si atunci:

f(n) =n,(¥)n eN.

4. Folosind relatia lui Sylvester pentru O centrul cercului circumscris si
H,,H,, H;, H, ortocentre, gasim:

OH, = 0A+ 0B + 0C, (1); 0OH, = OB + OC + 0D, (2);

OH; = 0C + 0D + OE, (3); 0H, = OA + OC + OE, (4).

H, H,H3;H, paralelogram < H;H, = H,H5. Folosind (1), (2), (3), (4), gasim

H,H, =0H, — OH, =0D — 04 = 4D, (5);

H,H; =0H; — OH, =0D — OA = 4D, (6). Din (5), (6) obtinem relatia de
conditie ca H; H,H;H, sa fie paralelogram.



Barem de corectare

Clasa a IX-a
Problema 1 Oficiu 1p
Determinarea multimii A 4p
Determinarea multimii B 3p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
n? —3n + 2 si n? + 5n + 6 sunt numere pare 2p
Determinarea numarului de termeni impari ai progresiei 3p
aritmetice cu ratia 2 si (4n + 2) termeni
Determinarea primului si ultimului termen al progresiei 2
aritmetice p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a) Substitutian - 1+ f(n) Ip
fm+2)=f(n)+2, (V)neN. 2p
b) Substitutian = f(n) Ip
Inlocuirea x=1 in relatia obtinuta Ip
n = 0 relatia de la punctul a) Ip
n = 1 relatia de la punctul a) Ip
Determinarea relatiei: f(n) =n+a, (V)R €e€N Ip
Finalizare Ip
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1
P
Relatia lui Sylvester si folosirea ei: H,H, = OH,—OH, | 6
H,H,=0OH,—-0OH, b
H, H,H3;H, paralelogram < H{H, = H,H; Ip
Finalizare 2p

TOTAL




MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

Concursul Doljean de Matematica
09.03.2013
Clasa a X-a

1. Se considera functia f:[0,3] — [0, 2], unde:
1-V1—x, x€[0,1]
fx)= ™, x € (1,3]
Aratati ca:
a) f este strict crescatoare;
b) s este inversabila si determinati f'.
C.d.p.
2. Fie (z,),, un sir de numere complexe definit prin z, =1 si
2, =2, +1+i, (V)n>1.
a) Determinati pe N stiind ca: z,+2, +...4 Zyy;3 = P Zyoo7 -
b) Ardtati cd nu exista ke N, k>2 astfel incat: z; =z, -z, -

Ion Patrascu

3. Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale:
a) logy) x +logpz2; x + logpsy x + logpay x — 2 = %;
b) 2—3x3+5x2—x — X241,
x 2

Cristian Moanta, Craiova
Prejbeanu Ionel, Craiova

4. Determinati numerele x,y,ze (1,%), stiind ca:
X’ +4 7 +4

log +log y2+4+log —=0
vz 4\/; 2x 4\/Z_X Xy 4\/5

Dan Seclaman

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect va fi notat cu puncte
intre 1 si 10.

Timp de lucru: 3 ore



Solutii:

l.a) x—>1-x este descrescatoare pe [0,1] = x—+1-x este
descrescatoare pe [0,1] = x—>1—ﬂ este strict crescatoare pe
[0,1].

Deci f este strict crescatoare pe [0,1] si evident f este strict
crescatoare pe

(1, 3]. Deoarece f(1)=1 si %1 > 1, (V) x € (1,3], rezulta ca f
este strict crescatoare pe [0, 3] .

b) Conform cu a), f este injectiva. Ecuatia f(x)=y, xe[0,1]
are solutia unicdi x=-y*+2y pentru ye[0,1], iar ecuatia f(x)=y,
(V) x € (1,3], are solutia unica x =2y — 1 pentru y € (1,2].
Cum [0,1] U (1,2]=[0, 2], rezultd cad f este bijectiva si deci
inversabila. In plus f~*:[0, 2] - [0, 3],

2
1N —x“+2x, x €0,1]
4 (x)_{Zx—l, x € (1,2]

2.0) z,=z+1+i=2+i; z,=7,+1+i=3+2i
Prin inductie gasim ca z, =k+(k=1i, (V) k >1

2013 2013 2013 2013 . )
Z 2= Z(k+(k—1)i)= Zk-l—iZ(k—l): 201322014_”‘ 201222013 _
k=1 k=1 k=1 k=1

2013-(1007+1006-i) = 2013 7,4y, -

In consecintd p=2013
b) Presupunem ca exista z,_,, z;, z,,; k=2 cu proprietatea
=2 Ly -
Avem: (k+(k—1)i)" = (k—1+(k —2)i)-(k +1+ki)
K2 —(k—1)% + 2k (k =1)i = k> =1+ i[k(k = 1)+ (k +1)(k = 2)] = k(k —2)
K> — k% 42k =1+ (2k> = 2k)i = k> =1 = k> + 2k +i(2k> =2k —2)
Din 2k* -2k =2k* -2k-2 = 0=-2 (fals).

3. @) Se impune conditia: x € [2,). Pentru k = 1,4 avem

[x¥]<xk=>1< logyk] xk = log,x x 2% (*). Deci logp, x +
logp,2; x +logpsy x +logpayx — 2 = 1+%+%+%—2 =%.
Egalitate are loc in cazul: log[xk] X = %, (V)k =1, 4, care au loc
simultan & x € N, x > 2. Deci ecuatia admite solutii de forma:
x=n,x€N,x>2.

b) Egalitatea are sens numai dacd x > 0. Logaritmand ecuatia
x%+1

X

. Cum

in baza 2, ecuatia devine: —3x3 + 5x2 — x = log,



x%+1

=x+%>2ﬁ logz(x+%) >1,-3x34+5x2—x<
1 S —3x3+ 5x2—x—1=

—Bx+1)(x—1)?%<0, (V)x >0 = x, = 1 este singura
solutie.

2 2
4.Avem log L log . x4 1 si analoagele. Relatia din
N o402

enunt devine:

X’ +4 v +4 7+4 3
+log_, +log,, 2 :5,

log,. (1).

X’ +4

Dar

>x, (V) xe (1,») cu egalitate & x=2.

2

x +4 lg x
4

Atunci log . >log, x=———— si analoagele;

- lgy+lgz
Insumim cele 3 inegalitati si obtinem:
Zlogvz x*+4 > Igx N lgy N lgz ’

T4 lgy+lgz lgz+lgx lgx+lgy
cu egalitate daca si numai daca x=y=z=2. Evident cd 1gx>0,
lgy>0, lgz>0 siatunci notand cu S membrul drept al
inegalitatii (2) avem:

S+3=(gx+Igy+lgz) ! + ! + ! 22 cu
lgx+lgy lgy+lgz lgz+lgx) 2

egalitate & x=y=z.Deci § 2% si tinand cont de (1) rezulta ca

S:%.Asadar x=y=z=2.



Barem de corectare

Clasa a X-a

Problema 1 Oficiu 1p
f este strict crescatoare pe [0, 1] 2p
f este strict crescdtoare pe (1, 3] Ip
f este strict crescdtoare pe [0, 3] I'p
f este injectiva } g
f este surjectiva 1p
f este inversabila 2p
Determinare f !
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
a) Gasirea relatiei z, =k+(k—=1)i, (V) k>1 2p
Calculul sumei 2p
Determinarea lui p Ip
b) Presupunem cd existd z,_;, Z;, Z;,,; k=2 cu
proprietatea z; =z, - 7., 2p

Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a) Conditii de existenta Ip
Determinarea log[xk] x 2% } P
Folosirea inegalitatii 1 g

Ip

Finalizar.en . Ip
b) Copdﬂ;u de ex1st§r}té 1p
Logaritmarea ecuatiei 27
R.ezo¥varea ecuatiei Ip
Finalizare
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
Deducerea relatiei (1)
3p
Relatia (2) 3p
Finalizare 3p
TOTAL 10p



MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

Concursul Doljean de Matematica
09.03.2013
Clasa a XI-a

1. Determinati a € R, stiind ca functia f:(—o0,3] — {2} = R,

tg(a(x—2))

f _ (2x+1) sin(x-2)"’ X € (2;3]
T e
1+3x-2

are limitd Tn punctul x, =2.
C.d.p.

2. Daca A,B € M;(C) si A+B=AB, aratati cad A este
inversabila daca si numai daca B este inversabila.
C.d.p.

3. Fien €N, n>2 si A € M,,(R) cu proprietatea: A> = A+1,, (1)
a) Aratati ca existda x € R — Q, astfel incat A=x-1, sa
verifice proprietatea (1).
b) Demonstrati ca det A>0.
¢) Pentru n=2 aratati ca |TrA| < 1 + detA si ca nu exista
matrice A € M,(Z) care verifica (1). (Tr(A) reprezintd urma lui A
).

Dan Seclaman

4. Fie sirul (x,)nsk, unde n*r = n + 1.
a) Sa se determine valoarea minima k € N*, pentru care
sirul este bine definit.
b) Demonstrati ca sirul (x,,),>1 €ste monoton $i marginit.
c¢) Sa se calculeze lim,,_,,, x,,.
Luminita Popescu, Craiova

Cristian Moanta, Craiova
Nota
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii:
1. Functia f are limitd in punctul x5 =2 & [((2) =
14(2).
&=
15(2) = limyos —— = 1; (1)

x<2 14+3x-2

Y tg(a(x—2))
ld (2) o hmi:g (2x+1) sin(x—2) o

. tga(x-=2)) _a
llm;;;g (2x+1) sin(x—2) s (2)

Din (1) si (2) rezulta: a = 5.

2. A+B=ABo(A-1)(B-1,) =1,>det(A—1,) # 0,
det(B —I,) # 0. (*)
Dar: A+ B = AB & A = (A — I,,)B. Tinand cont de (*)
rezultd: detA # 0 © detB # 0.

3. a) Pentru A = x - I, relatia din enunt devine x> - I,, = (x +
1) - I, si atunci: x3 = x + 1. Graficele functiilor f(x) = x3
si g(x) = x + 1 se intersecteaza intr-un singur punct si deci
existax €E RcuAd = x - [,. Evident x € Q.

b) A3 =A+1,=>detA- (detd)? =det(4A +1,) =
detA-det(A+1,) =0.(1)

De asemenea A% + A% = A2 + A+ I,, = (det A)? -
det(A+1I,) = det(A> + A+ 1,) = 0=det(A+1,) = 0.
(2)

Din (1) si (2) obtinem: detA = 0. (3)

Dar: A(A2 —1,) =1, = detA # 0. (4)

Din (3) si (4) = detA4 > 0.

¢) Conformcu b) avem: detA > 0, det(4A + I,) > 0 si

- ._f(a b .
det(A—1,) > 0. Daca A = (c d)’ atunci:
ad —bc >0

ad —bc+a+d+1>0
ad—bc—a—-d+1>0

Deci: (TrA+detA+1>0,-TrA+detA+1>0)=
(TrA>—(1+detd), TrA<1+detd)=>|TrA| <1+
det A.

Daca A € M5, (Z), atunci: detA - det(4 — I,) -

det(A+1,) =1=>detA=det(A—-1,) =det(4+1,) =



1. Atunci:
a+d=2
_ — '
ad bc—1=>{a d 2fals.

4.a) Pentru n = 1 egalitatea data este imposibila.
__In(n+1)
Inn

Pentru n > 2, avem x,, , care are sens, deci

kmin = 2.
b) Demonstram ca sirul (x,),>1 este strict descrescator.

In(n+1) In(n+2) 2
Inn In(n+1) A (ln(n + 1)) >

Inn-In(n+ 2). (x)
Cu inegalitatea mediilor avem:

Inn-In(n+2) < (M)

= (——)?%<
(nln2+2n+1) +2n+1))2 (@) = (In(n + 1))2, adica

1nega11tatea (%).

Deoarece x, > 0, (V) n = 2 si (x,),>1 €ste strict
descrescator deducem ca (x,,) este marginit.

c) Avem

Xn 2> Xntp &

In(n? +2n)

1
. T In(n+1) _ .. Inn+In(1+2) _
lll’l’ln_)Oo Xn = lll’l’ln_)Oo nn llIIln_,Oo T =1.




Barem de corectare

Clasa a XI-a
Problema 1 Oficiu 1p
Functia f are limitd in punctul x¢ = 2 & [((2) = 14(2) 1p
Determinarea [(2) 3p
Determinarea [;(2) 3P
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
Determinarea relatiei (A — I,)(B — I,,) = I, 2p
Determinarea det(4 — I,,) # 0, 4p
det(B —I,) # 0
Determinarea relatiei A = (A — I,,) B 1
P
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a) Scriereax3- I, = (x + 1) - I, Ip
Concluzie x € Q 2p
b) Determinarea relatiei (1), (2) Ip
Determinarea relatiei (3), (4) Ip
Finalizare b) Ip
c) Prelucrare b) 1p
Demonstrare |Tr A| < 1 + detA Ip
Finalizare lp
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
a) Pentru n = 1 egalitatea datd este imposibila
Ip
Determinare k,,,;,, = 2 Ip
b) Determinare (In(n + 1))2 > Inn-In(n + 2). 2p
Finalizare monotonie 2p
(x;,) este marginit 1p
c)lim,_, x, 2p

TOTAL
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INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

Concursul Doljean de Matematica
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Clasa a XII-a

a+6b —9b

4b a—6b
inmultire a matricelor patrate, formeaza un monoid comutativ si apoi aflati
elementele inversabile ale monoidului.

1. Aratati cd multimea M = {( ) |a, b e Q} Tmpreund cu operatia de

R.M.C. Nr. 1/2012-2013

2. Fie G un grup multiplicativ cu 4 elemente, astfel incat xt= e,(V)x € G,unde e
este elementul neutru al grupului.
a) Alcatuiti tabela lui G si aratati ca G este abelian.
b) Demonstrati ca: (G, *) # (Zy, +).
C.d.p.

3. Fie f:R - R o functie care admite primitive, cu proprietatea ca dacd F' este o
primitiva a sa, existd a > 0 astfel incat F'(—a) = F(a) . Aratati cd existd ¢ € R
astfel ca f(c) = 2013 + ¢2011,

Dan Seclaman

4. a) Fie f:I — (0, ) o functie de doua ori derivabila. Stiind ca:

'@ (FOVY, @
f(m‘<f<—x>))d"—m+c

sd se calculeze integrala:

j e* —sinx — cosx d E(O n)
. X, X 5 )
e*(e™* + sinx — cos x)2 2

b) Sa se calculeze:

3 (3 _ X)2011
—————=dx.
3+ 2013
) B+x)

Ani Draghici, Craiova
Cristian Moanta, Craiova

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 i 10.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii:

1. Se aratausorca: A-B € M, (V)A,B e M (1)
Se stie ca inmultirea matricelor este asociativa, (2).
Cuml, € M (a =1,b = 0), folosind (1) si (2) deducem ca
(M ,") este monoid. Comutativitatea este imediata.

Pentru 4 = (a Ib6b a_—ggb

Atunci: A inversabild & a # 0 si

-1 _ 1 a—6b 9b
4 _detA( —4p a+6b)EM'

), avem detA = a?.

2. a)FieG ={e,a,b,c}. Atunci: ab # a,ab # b = ab = c.

Analog
ba = c,ac = ca = b, bc = cb = a, iar tabela lui G este:
e a b c
e le a b c
ala e c b
b |b ¢ e a
Clc b a e

Asadar G este abelian.
b) Folosind tabela lui (Z,4, +), obtinem usor ca (G,") *
(Zt}r +)'

3. Avem f(x) = F'(x), (V)x € Rsi observim ca x2%13 =

’ '

x2014 2011 x2012 .
(—) , X = (—) , pentru orice x € R..
2014 2012

Atunci consideram functia g: [—a,a] = R, g(x) = F(x) —
x2014 x2012

So1s ~ 2015 Care este derivabila si in plus g(—a) = g(a).
Conform teoremei lui Rolle, existd ¢ € (—a, a) astfel incat

g'(c) = 0, de unde obtinem concluzia problemei.

4.a) Functiaeste: f: (0, g) - R, f(x) =e™*+sinx —

. L. . 1 e *-sinx—cosx
cos x. Folosind relatia din enunt se obtine: I = 3

C.

e *+sinx—cos x

b) Folosind substitutia t = E, obtinem: f03(3‘—")2011 : (L)Z dx =

3+x 3+x

1
1 1 1

= | ¢2011 g4 = Z.
6.[

6 2012
0



Barem de corectare
Clasa a XII-a

Problema 1 Oficiu 1
P
Demonstrarea (M,") - monoid comutativ 4p
Determinarea det 4 = a? 1p
A inversabild & a # 0 2p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1
p
Alcatuire tabela lui G 4p
(G,") este abelian Ip
Tabela lui (Z4, +) 2p
Demonstrarea (G,) # (Z4, +)
2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1
p
Determinarea functiei g: [—a,a] - R, g(x) = 4p
x2014— x2012
F(x)— —
2014 2012
Aplicarea teoremei lui Rolle 3p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1
P
a) Precizarea functiei f(x) = e ™ + sinx — cosx
2p
Finalizare 2p
b) Determinarea substitutiei t = :% 2p
Finalizare 3p
TOTAL 10p



